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ВЫНУЖДЕННЫЕ АВТОКОЛЕБАНИЯ ПОДПОКРОВНОГО РЫХЛИТЕЛЯ 

 

Ю.Ф. Казаков, В.И. Медведев, В.С. Павлов, А.Ю. Петров 

Чувашская государственная сельскохозяйственная академия 

428003, Чебоксары, Российская Федерация 

 

Аннотация. Статья посвящена выявлению методов управления вибрационным воздействием 

почвообрабатывающего рабочего органа на почву при подпокровном рыхлении и факторов, влияющих на 

эффективность его работы. В результате кинематического и динамического анализа взаимодействия 

рабочего органа и почвы были решены следующие научные задачи: получено уравнение движения кротователя 

и произведен его анализ; рассмотрен энергетический баланс возмущающей и демпфирующей сил; определены 

условия формирования  устойчивых автоколебаний. Было установлено, что подпружиненный кротователь в 

виде конической пружины минимизирует размеры области уплотнения прилежащего почвенного пласта, 

неизбежного в результате его взаимодействия с рабочим органом. Разрушение связей в почвенном массиве 
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достигается по линиям и плоскостям, характеризующимся наименьшей прочностью. Рабочий орган обладает 

высокой степенью адаптации к непрерывно изменяющимся условиям функционирования. Была разработана 

математическая модель функционирования кротователя. Колебательная система «пружинный кротователь 

- почва» представлена как гармоническое возмущение демпфированного нелинейного осциллятора при 

действии жесткой восстанавливающей силы. С помощью метода энергетического баланса была доказана 

вероятность формирования и поддержания  устойчивых автоколебаний. Были установлены конструкционные 

и технологические факторы, влияющие на характер движения подпокровного рыхлителя. К конструкционным 

факторам относятся нелинейность упругой характеристики пружины в тяговой опоре, вид упругой 

характеристики пружинного кротователя параболоидной формы, амплитуда и частота упругой 

(восстанавливающей) силы, частота собственных колебаний, относительная частота вынужденных и 

собственных колебаний 

К технологическим факторам относятся изменчивость продольной твердости пахотного слоя, 

демпфирующие свойства обрабатываемого почвенного пласта, амплитуда и частота демпфирующей силы, 

неравномерность поступательной скорости трактора и мгновенной скорости характерных точек механизма 

навески, неравномерность опорной поверхности движителей трактора. 

Ключевые слова: подпокровное рыхление почвы; подпружиненный кротователь; параболоидная форма 

пружинного кротователя; автоколебания рабочего органа  

 

Введение. Процесс деформации почвы будем рассматривать как траекторию в многомерном 

пространстве главных напряжений и главных деформаций, а также во времени, то есть скорости приложения 

деформатора [3]. Следовательно, достигнуть ее разрушения можно при разной затрате энергии с помощью 

применения рабочих органов с большой степенью свободы, которые непрерывно адаптируются в 

изменяющихся условиях функционирования [4]. 

Колебания поверхности почвообрабатывающего рабочего органа вносят изменения в естественный 

процесс релаксации. При вибрировании рабочего органа происходит перераспределение диссипативных сил [1]. 

Скорость частиц почвы относительно рабочей поверхности может возрастать или уменьшаться; 

соответственно, наблюдается снижение или возрастание коэффициента внешнего трения и степени прилипания 

почвы к рабочему органу [2]. Эффект вибраций будет зависеть от способов сочетания всех этих факторов. В 

Чувашской ГСХА был разработан подпокровный рыхлитель в составе черенкового ножа 1 с пустотелым 

дренером 2, внутри которого установлена тяга 3, являющаяся началом пружинного кротователя 4 (рис. 1) [3]. 

Диаметр заготовки d нарастает от первого витка диаметром D1 до завершающего диаметром D2. 

 
Рис. 1. Схема пружинного кротователя 

 

Кинематический анализ показал, что имеют место колебания при взаимодействии рабочего органа с 

пахотным слоем переменной продольной твердости [4].  

Целью наших исследований на этом этапе является выявление методов управления вибрационным 

воздействием почвообрабатывающего рабочего органа на почву и факторов, влияющих на эффективность его 

работы. 

Для достижения цели были поставлены следующие задачи:  

– получить уравнение движения кротователя и проанализировать его; 

– изучить энергетический баланс возмущающей и демпфирующей сил; 

 – выявить условия формирования устойчивых автоколебаний.  

Материалы и методы исследования. Поведение колебательной системы «пружинный кротователь – 

почва» представлено как гармоническое возмущение демпфированных нелинейных осцилляторов при действии 

жесткой восстанавливающей силы.  

Результаты исследования и их обсуждение. Представим уравнение движения рабочего органа, 

совершающего вынужденные колебания в среде с линейным демпфированием при гармоническом возмущении 

в виде 

 
(1) 
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со следующими функциями:  

Допустим, восстанавливающая сила кротователя пропорциональна деформации ах
3
, где α<<1.  

Если ввести безразмерное время 
0t  , то уравнение движения примет следующий вид: 

,
 (2) 

где D – относительный коэффициент демпфирования – отношение коэффициента сопротивления среды d 

к колеблющейся массе, при этом сила сопротивления пропорциональна скорости в первой степени;  

 – отношение частот возмущающей силы Ω и собственных  колебаний ω0;  

x0–амплитуда возмущающей силы, представленной силой упругости пружинного кротователя, зависящей 

от деформации при его взаимодействии с почвой переменной продольной твердости; 

x, x
′
, x

′′
 –  путь, скорость и ускорение кротователя. 

Для решения уравнения (2) приближенным методом гармонического баланса [8] заменим жесткую 

восстанавливающую силу ах
3 
линейным выражением с коэффициентом, зависящим от отклонения: xax 3 ,  

где

.

 

Представим зависимость относительной частоты
À  

от амплитуды в виде 

2 23
1 1

4
A a A      (3). 

Тогда уравнение (2) приведется к виду  

 cos2 0

32 xxxDx A   (4). 

Периодическое решение уравнения (4) предстанет в виде . 

В этом выражении амплитуда А и фаза сдвига ψ являются переменными величинами: 

 
0

2
2 2 2 24A

x
A

D  



 

 

(5) 

22

2









A

D
tg

 

(6) 

Величина 
À  зависит от амплитуды А. Равенство (9) рассматриваем как уравнение для А: 

 (7). 

После подстановки (3) в уравнение (7) получим биквадратное уравнение 
22 2

4 2 2 0

2

3 3
2 1 2 1 0

4 4

xA A
D

A

 
 

   
         

     .

 

Корни уравнения можно определить из выражения 









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2
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2

2

02
2

2

2,1
4

3
142

4

3
1 D

A
D

A

x
D

A 


 
(8). 

Следовательно, для каждого значения амплитуды А можно найти соответствующее значение  . 

Количество действительных корней зависит от величины подкоренного выражения, параметров, выражающих 

технологические свойства почвы, конструкцию кротователя, свойства материала для его изготовления. 

Наибольшего значения амплитуда и относительная частота колебаний достигнут, когда подкоренное 

выражение равено нулю (8). 

Так как для 
2A  получается квадратное уравнение, то  

 
(9). 

Тогда с учетом (9) из уравнения (8) получим соответствующую величину относительной частоты: 

 

2 22
2 2 2max 0
max 2

2 2

3 31
1 2 1 2 1 1

4 2 4 1

A xD
D D

D D

 


 
          

 
 

 
(10). 

Угол сдвига фаз   с учетом (3) и (9) определяется из уравнения (6): 

22431

2









A

D
tg

 
(11). 

Установившуюся частоту колебаний и их амплитуду определим через баланс энергии вынужденных 

колебаний и возмущающей силы [7]. Представим периодическую возмущающую силу выражением K=K0cosΩt. 

Перемещение под воздействием этой силы представим как x=Acos(Ωt-ψ). 

Работу, совершаемую силой за одно полное колебание, определим с помощью интегрирования 

мощности, рассчитываемой как скалярное произведение силы и вектора скорости.  

Мощность равна  

L= Kx′ = 0,5K0AΩ[sinψ-sin(2Ωt-ψ)]. (12) 
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Работа внешней силы возмущения 

Eе=ʃLdt = 0,5K0AΩt sinψ+0,25K0A cos(2Ωt – ψ) (13). 

Работа за период колебания, равный t=2π: 

E
*
Е=Ee(t=2π/Ω)-Ee(t=0)=πK0Asinψ (14). 

Работа силы возмущения пропорциональна ее амплитуде в первой степени. Работа демпфирующей силы, 

пропорциональной скорости в первой степени, равна ED=ʃdx
′
x′dt, где x

′
=-ΩAsin(Ωt-ψ). Следовательно, за период 

полного колебания работа равна: E
*
D =dΩA

2ʃsin
2
(Ωt-ψ) d(Ωt)=πdA

2
Ω. 

Как видим, работа демпфирующей силы пропорциональна квадрату амплитуды этой силы. Для 

вынужденных колебаний нелинейных колебательных систем получим: E
*

D =2πDηA
2 

и E
*

Е =πx0Asinψ. Здесь 

η=Ω/ω0, отношение частоты вынужденных колебаний Ω и частоты собственных колебаний ω0 . 

На рисунке 3 представлены графики изменения энергии демпфирования и энергии возмущающей силы 

для двух значений относительной частоты колебаний, причем η2 < η1, и относительного коэффициента 

демпфирования D, при этом D2 < D1. Анализ графиков показал, что в обоих случаях  синусоида E
*

Е пересекает 

параболу E
*
D в трех точках, в которых энергия возмущения равна энергии демпфирования. Эти амплитуды 

являются стационарными. Обозначим их As. Если A<As, то в систему поступает больше энергии, чем 

расходуется на преодоление сил демпфирования, поэтому амплитуда увеличивается. Если же As<A, то 

потребляемая демпфированием энергия оказывается больше энергии, производимой возмущающей силой, и, 

как следствие, происходит уменьшение амплитуды. Для амплитуды установившихся колебаний имеем 

As=K0sinψ/(dΩ). 

 

 
Рис. 2. Энергетическая диаграмма для  нелинейных вынужденных колебаний. 

 

Характер изменения амплитуды, о котором можно судить по разности энергий E
*
D =2πDηA

2 
и E

*
Е 

=πx0Asinψ, на рисунке 3 показан стрелками. Следовательно, устойчивым движениям соответствуют амплитуды 

A1 и A3 при относительной частоте η1, А4 и А6 – при частоте η2, а амплитуды A2 и А5 соответствуют 

неустойчивому движению колеблющейся массы. Следует учесть, что sin  также является функцией А.  

Следствием нелинейности, выраженной коэффициентом  , является существование областей частот  , 

в которых некоторому фиксированному значению   
будут соответствовать три значения амплитуды А, то есть 

три возможных решения уравнения (11). Истинная амплитуда в процессе перехода нестационарная, так как при 

скачке возбуждаются и собственные колебания, поэтому новая стационарная амплитуда может установиться 

только после затухания этих колебаний. 

Энергия демпфирования является непрерывно изменяющейся величиной ввиду виброреологических 

свойств почвы, изменчивости ее продольной твердости [9], механического состава [10], различных скоростей ее 

деформирования, наличия и продолжительности фазы релаксации после фазы сжатия [4]. Энергия 

демпфирования почвы зависит от вида предшествующей культуры, технологии ее возделывания [6].  

Энергия возмущения комбинированного почвообрабатывающего рабочего органа – механизма является 

непостоянной величиной ввиду нелинейности упругих характеристик пружин (рисунок 3).  

 
Рис. 3. Упругие характеристики: 1 – линейная; 2 – прогрессирующая; 3 – ниспадающая; 4 – комбинированная; 

Q – нагрузка; h - деформация 
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Важным комплексным параметром, влияющим на характер колебаний кротователя, является отношение 

частоты возмущающей силы к частоте собственных колебаний  . Следовательно, создавая условия для 

изменения частоты возмущающей силы и частоты собственных колебаний системы, можно обеспечить 

вынужденные колебания с разными амплитудами  

Изменение частоты возмущения системы «кротователь – почва» достигается путем применения 

технологических и конструкционных мер. 

Технологически оно достигается за счет варьирования глубины обработки, направления движения 

кротователя по отношению к рядкам предыдущей культуры. В последнем случае фактически изменяются 

расстояние между уплотненными междурядьями и длина уплотненной полосы, которую преодолевает система 

«чизельный нож – кротователь». При этом непрерывно изменяются размеры и плотность комков почвы, 

отрываемых долотом чизельного ножа от дна борозды, направление линий отрыва комков, высота неровностей 

дна борозды. 

К технологическим факторам следует отнести и изменение скорости трактора, а также характерных 

точек механизма навески. Их изменчивость обусловлена неравномерностью крутящего момента двигателя, 

частотой вращения его коленчатого вала, неровностью опорной поверхности движителей. Этому способствует 

также неравномерное распределение крутящего момента по движителям трактора. 

К конструкционным мерам воздействия на колебания рыхлителя можно отнести упругую 

характеристику пружины 3 и кротователя 4 (рис.4). Управление частотой возмущающей силы достигается 

путем обоснования рациональной упругой характеристики пружины в тяговой опоре, упругой характеристики 

пружинного кротователя, в частности, изготовлением ее в форме параболоида (рис. 4).  

 

 
 

Рис. 4. Схема подпружиненного кротователя в форме параболоида. 

 

Управление упругой характеристикой кротователя, а вместе с ней и величиной параметра α в 

выражениях (3) и (8), достигается с помощью изменения конструкции кротователя, применения пружины 

параболоидной формы вместо конической, а также учета диаметра, формы и площади сечения заготовки для 

изготовления кротователя. На рисунке 4 представлена схема кротователя,  выполненного в виде пружины 

сложной формы: в передней части (а) в виде кругового цилиндра, в средней части (b) – в виде конуса, в задней 

части (c) – в виде параболоида. Поперечное сечение витка пружины в средней части выполнено в виде клина, 

наклоненного к оси под острым углом. Обоснование необходимых параметров кротователя в виде конической 

пружины из цилиндрического стержня постоянного диаметра (рис. 1) методом многокритериальной 

оптимизации по величине тягового сопротивления и габаритной длине представлено в научных работах [6]: 

начальный диаметр кротователя составляет Dа=0,049м; диаметр завершающего витка – DС=0,199м; диаметр 

прутка – 0,052м; радиальный шаг – 0,026м; угол при вершине конуса –23,36
0
. Виток диаметром Db (рис. 4) 

соответствует точке перегиба огибающей кривой по наружному диаметру витков кротователя 

усовершенствованной конструкции, завершает процесс сжатия на вогнутом участке. На последующем 

выпуклом участке пласт будет подвергнут процессу растяжения, способствуя, тем самым, реализации эффекта 

Баушингера. 

Выводы. Было получено уравнение движения кротователя, анализ которого  позволил установить 

основные факторы, влияющие на колебания рабочего органа.  

С помощью метода энергетического баланса возмущающей и демпфирующей сил были определены 

условия формирования и поддержания вынужденных устойчивых автоколебаний подпружиненного 

кротователя. 
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Abstract. The article is devoted to the identification of methods for controlling the vibrational effect of a soil 

cultivating working body on the soil under subsoil loosening and factors affecting the efficiency of its work. As a result 

of a kinematic and dynamic analysis of the interaction of the working body and the soil, the following scientific tasks 

were solved: the equation of movement of the tiller was obtained and its analysis was made; the energy balance of the 

disturbing and damping forces is considered; the conditions for the formation of stable self-oscillations are determined. 

It was found that a spring-loaded tiller in the form of a conical spring minimizes the size of the area of compaction of 

the adjacent soil formation, inevitable as a result of its interaction with the working body. The destruction of bonds in 

the soil massif is achieved along lines and planes characterized by the least strength. The working body has a high 

degree of adaptation to continuously changing operating conditions. A mathematical model was developed for the 

functioning of the tiller. Oscillating system "spring tiller - soil" is presented as a harmonic disturbance of a damped 

nonlinear oscillator under the action of a hard restoring force. Using the energy balance method, the probability of the 

formation and maintenance of stable self-oscillations was proved. Design and technological factors have been 

identified that affect the nature of the movement of the sub-skin cultivator. Design factors include the non-linearity of 

the elastic characteristics of the spring in the traction support, the type of elastic characteristics of the spring plunger 

of the paraboloid shape, the amplitude and frequency of the elastic (restoring) force, the frequency of natural 

oscillations, the relative frequency of forced and natural oscillations. 
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Technological factors include the variability of the longitudinal hardness of the arable layer, the damping 

properties of the treated soil formation, the amplitude and frequency of the damping force, the unevenness of the 

translational speed of the tractor and the instantaneous speed of the characteristic points of the linkage mechanism, the 

unevenness of the supporting surface of the tractor movers. 

Key words: subsoil loosening of soil; spring-loaded tiller; paraboloid form of spring tiller; self-oscillations of 

the working body. 
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