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К ВОПРОСУ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ МАССИВА ИЗ СЫПУЧЕЙ СРЕДЫ 

 

А.Н. Максимов  

Чувашская государственная сельскохозяйственная академия 

428003, Чебоксары, Российская Федерация 

 

Аннотация. В статье приведено подробное решение  задачи определения компонент напряжений в 

упругой и пластической областях для одного из трех случаев, удовлетворяющих условию полной пластичности 

для сжимаемого пространства, ослабленного полостями. 

Ключевые слова: напряжения; пластичность; упругость; полость. 

 

В практике горного дела, строительной механике и других смежных областях важное место имеет 

определение напряженного и деформированного состояния массива вокруг полостей и выемок. Свойства 

массива могут быть самыми разнообразными от хрупких и упругих свойств скальных пород  до сред с 

различными реологическими свойствами, характеризуемыми изменениями свойств среды во времени и т.п. 

Целью работы является исследование напряженного состояния идеальнопластического сжимаемого 

массива, ослабленного полостью.  Впервые задача о трехосном растяжении несжимаемого упругопластического 

пространства со сферической полостью рассмотрена Т. Д. Семыкиной [10]. Позднее это решение обсуждалось в 

монографии  Б. Д. Аннина и Г.П. Черепанова [1]. В. Г. Ефремов [2], [5] и А. Н. Максимов [5] рассмотрели 

пространство со сферической и эллипсоидальной полостями в случае несжимаемого упругопластического 

материала. 

В задаче рассматривается массив из сыпучей среды, обладающей свойствами внутреннего трения и 

сцепления. Условие предельного состояния сыпучей среды выбрано  в виде [9]. В постановке задачи массив 

ослаблен полостью. Давление  внутри полости отсутствует, а на бесконечности приложены взаимно-

перпендикулярные усилия. При решении задачи использован  метод малого параметра. Задача решена  в 

сферической системе координат, в безразмерных единицах длины (величины, имеющие размерность длины 

отнесены к радиусу сферической полости 0 ). 

Для решения задачи  используем уравнения равновесия [3]: 

1 1 1
(2 ctg ) 0

sin

  

   

  
    
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Условия пластичности Треска-Сен-Венана [4] с учетом условия предельного состояния сыпучей среды 

[9]: 

2

0 0

2 2
( ) ( ) 0

3 3
k a k a        
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а также 
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где 0k  - коэффициент сцепления, 
a tg

- коэффициент внутреннего трения, 


 - угол внутреннего 

трения. 

Граничные условия: 

l m n P       
, 

                                                                     
l m n P       

,                                                               (4) 

l m n P       
, 

где 
, ....  

 - компоненты девиатора напряжения,  l, m, n – направляющие косинусы нормали,  

P , P ,
P  - проекции усилий на оси  , ,   , 

( ) / 3       
 - среднее давление. 

Компоненты напряжения представим в виде рядов по малому параметру  : 
0 0 0

0 0 0

, , ,

, , .

        

        

        
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       

       
                         (5) 

Условия пластичности (2) и (3) могут быть удовлетворены в трех случаях. Случай, соответствующий 

сферической полости был рассмотрен в [6] и [8]. 

В работе представлено  подробное решение задачи, соответствующей случаю: 

0 0 0

0

0 0 0

0

0 0 0

0

2
( ) 0,

3

2
( ) 0,

3

2
( ) 0.

3

k a

k a

k a






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  

   

   

   

                                     (6) 

Краткое решение задачи было рассмотрено в [7]. 

Решая совместно (6) и (2), получим: 
0 0 0 0 0, 0.                                                 (7) 

Тогда (6) с учетом (8) примет вид: 
0 0 0(2 ) / 3.                                                (8) 

Решая совместно (7) и (9), получим: 
0 0 / ,А D                                               (9) 

где 0(3 4 ) / (3 2 ), 6 / (3 4 ).А a a D k a       

Уравнения равновесия (1) с учетом (7) примут вид: 
0 0 0

0 0 0 01
( ) 0, 0, ( )ctg 0.
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Решая совместно (10) и (9), получим для компонент нормального напряжения в нулевом приближении в 

пластической области: 
6

0 0 0 03 2
0( ( sin ) ) / , ,

a

р р р рaс k a А AD                                (11) 

 

где с-const, A и D определены выше. 

Решая совместно  (6), (7) и линеаризированные условия пластичности (2), получим: 

2 2
1 0, 1 0.

3 3
а а    

   
           

   
   (12) 

Тогда 

.   

       (13)

 

(2 ) / 3.      
        (14)

 

 Решая совместно (12) и (14), получим 

,А    (15) 

где 

,             (16)  

Решая совместно (7), (8) и  линеаризированные условия пластичности (2), получим: 

0.    (17)

  
Уравнения равновесия (2) с учетом (16), (17) примут вид: 

 

 
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1
1 0,

sin

1
1 ctg 0,
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1 1
3 2 ctg 0.
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A

A

A





 
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 






    




  

 
  

      




   

 


   

 
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 












          (18) 

Для решения (18) водится функция ( , , )U     таким образом, чтобы выполнялись равенства: 

, sin (1 ) sin , sin (1 ) cos .
U U U

A U A U       
  


  

         
  



   

(19) 

Тогда первые два уравнения (19) удовлетворяются, а последнее примет вид: 
2 2 2

2

2 2 2 2 2

2(1 )
(5 ) (4 )ctg 0.

sin sin

U U U U A U A
A A U  

      

     
       
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            (20) 

Решение (20) ищется методом разделения переменных, полагая 

R( ) ( ) Ф( ).U       (21)

 Тогда для   первого сомножителя (21) получим уравнение Эйлера, которое примет вид:

 

2 ( 3) (λ 2 ) 0.R А R A R          (22) 

Решением (22) является: 

1 2

1 2C C ,R      (23)

 

 

где 1 2С ,С   - константы, которые могут быть определены из граничных условий и условий сопряжения, 

λ  будет определена ниже. 

2

1,2 2 2 .
2 2

A A
 

 
     

 
   (21) 

Для ( )  получим уравнение Фурье: 
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2

0.
m

А
     (25) 

Решением (25) является: 

0 0

( cos sin ),
n

mn mn

n m

m m
a b

А А
 



 

      (26) 

где ,mn mna b - коэффициенты Фурье [6], [8]. 

Для ( )  получим: 
2 2(4 )ctg (λ+( 2(1 )) / sin ) 0.А m A             (27) 

Если ввести переменную , то (27) приводится к обобщенному уравнению 

гипергеометрического типа: 

 

2 2 2(1 ) (5 ) (λ+( 2(1 )) / (1 )) 0,х А х m A х            (28) 

для которого                                                                              -  полиномы не выше второй степени, - 

полином не выше первой степени. 

Для решения (28) положим:

  

( ) φ( ) ( ).х y х     (29) 

Тогда (28) приводится к уравнению гипергеометрического типа: 

( ) ( ) 0,х y х y y         (30) 

где       ( )х     – полином не выше первой степени,           - const. 

Функция           является решением дифференциального уравнения 

φ ( ) П( )
,

( ) ( )

х х

х х 


  (31)

 

  

где П( )х  - полином не выше первой степени, вычисляется: 

2
( ) (х) ( ) (х)

П( ) ( ) ( ).
2 2

х х
х х k х

   
 

   
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 

 
    (32) 

Тогда, используя данные для  ( ), ( ), ( )х х х   
, получим:

                              

 

  2

2 2 2
3 3

П( ) ( 2(1 )) (1 )( λ).
2 2

А х А
х х m A х k

  
        
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  (33)

       

Величина k   может принимать в данном случае два значения:

 

2
2(3 )

1) λ ,2) λ 2(1 ).
4

А
k k m A


          (34)

 

 

 Тогда П( )х  примет соответственно следующие два значения: 

(3 ) 3
1) П( ) ,2)П( ) ,

2 2

х А А
х х х 

    
      
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    (35)

 

 

где 
2 2( 1) / 2 2 .А m     

Умножая (30)  на         , можно записать (30) в самосопряженном виде:

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,х х y х х y х            (36)

 

 

где           удовлетворяет уравнению:

 

 ( ) ( ) ( ) ( ),х х х х         (37)

 

 

( ) ( ) 2П( ).х х х    

Найдем           при  П(х), определяемом первым условием (35):

 

( ) 2 2 .х х      (38)

 

2 2 2( ) 1 , (х) (λ(1 ) ( 2(1 )) /х х х m A A       

(5 ) /х А А  

φ( )х

( )х

( )х

( )х

cosх 
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Тогда 

 

1
( ) .

1

х
х

х






 

  
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 (39)

 

 

Найдем           при  П(х), определяемом вторым условием (35):

 

( ) ( 2 2 ).х х     (40)

 Тогда 

 

 2( ) 1 .х х


  


 (41)

 

 

Следует отметить, что сведение уравнения (28) к уравнению гипергеометрического типа (30) может быть 

осуществлено несколькими способами. Эти способы зависят от выбора различных значений k и выбора 

различных знаков в формуле для П(х), которые в  свою очередь приводят к различным значениям функции 

 

 

Если выбрать значение                                     то ему будут соответствовать следующие значения     k,   

П(х),               : 

k   определяется вторым уравнением (34),

 

3
П( ) , ( ) 2 (1 ).

2

А
х х х х  

 
     

 
   (42) 

3 2

2 4( ) (1 ) .
А

х х



 

   (43) 

Постоянная         определяется из:

 

(44)

 

Значения      определяются из уравнения:

 

(45)

 

Тогда, решая совместно (45), (44) и второе уравнение (34), и принимая во внимание,  

что                                найдем       : 
 

2 2λ (2 1)( 0,5) 5 / 2 4.n n m A           (46)

 Тогда, решая совместно (46) и (45), получим:

 

( 2 1).n n     (47) 

Подставляя              и полученные значения        и            в (30), получим: 
 

2(1 ) 2(1 ) ( 2 1) 0.х y xy n n y             (48) 

Решением (48) являются полиномы гипергеометрического типа         , которые вычисляются формулой 

Родрига:

 

B
( ) σ ( ) ( ) ,

ρ( )

n
nn

n n

d
y х x x

х dx
        (49) 

где          – нормировочная постоянная, которую при                              принято брать 

 

( 1)
B .

2 !

n

n n n


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Тогда, подставляя          ,            и           в , (49), получим: 
 

2 2 ( , )( 1)
( ) (1 ) (1 ) ( ),

2 !

n n
n

n nn n

d
y х х х P х

n dx

    
        (50) 

где                       - полином Якоби.

 

Подставляя (50) и (43) в (29), с учетом                        получим:  
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( 3)/2 ( , )(cos ) sin P (cos ).A

n

            (51) 

 

Тогда подставляя (51), (26) и (23) в (21) для функции                        ,  получим: 
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(52) 

 

Подставляя (52) в (19) и принимая во внимание (15), получим для первого приближения компонент 

напряжения в пластической области значения: 
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TO THE DETERMINATION QUESTION OF THE STRAIN STATE OF THE MASSIF IN THE LOOSENED 

MEDIUM 

 

A.N. Maksimov 

Chuvash State Agricultural Academy 

428003, Cheboksary, Russian Federation 

 

Abstract. The article describes a solution way of the problem of determining the strain component  in elastic and 

plastic areas for one of the three cases that satisfy the condition of full plasticity for compressible space weakened by a 

cavity. 

Keywords: stresses; flexibility; elasticity; cavity. 
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УДК 332.2 

РЕГИОНАЛЬНЫЕ АСПЕКТЫ УПРАВЛЕНИЯ ЗЕМЕЛЬНЫМИ РЕСУРСАМИ  

 

О.В. Евграфов, Е.И. Царегородцев, А.И. Захаров  

Чувашская государственная сельскохозяйственная академия 

428003, Чебоксары, Российская Федерация 

 

Аннотация. В статье анализируются ключевые проблемы управления земельными ресурсами на 

региональном уровне, рассматриваются показатели определения критериев эффективного управления 

земельными ресурсами с учетом интересов как государства, так и собственников земельных участков. 

Отмечено, что с позиции государства ключевым ориентиром является увеличение налоговых и неналоговых 

поступлений в бюджет всех уровней за счет вовлечения в гражданский оборот неиспользуемых земельных 

участков, повышение эффективности их использования, а с позиции землевладельца- сокращение потерь 

финансовых средств в процессе использования земельных ресурсов.  Акцентировано внимание на том, что 

типичные цели использования земельных ресурсов – гарантированное сохранение вложенных средств, целевое 

использование инвестиций,  выполнение условий, сопровождающих предоставление финансирования. 

Предложена методика расчета эффективности управления земельными ресурсами на региональном уровне с 

учетом производственных и экологических показателей.  

Ключевые слова: управление земельными ресурсами, эффективность управления, показатели 

эффективности управления, индекс эффективности. 

 


